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1. 緒言 

1.1. 輪軸不釣合いに伴う蛇行動現象の発生 

 台車の改良や車両の高速化により，車輪のアンバランスによる車体振動への影響は乗心

地上の重要な問題となっている(1)．車輪にアンバランスがあると，車輪が 1 回転ごとに輪軸

が前後に微小に振動する．その前後振動が台車に伝わり，さらに車体を前後に振動させる．

この前後振動と車体の曲げ固有振動数が一致すると共振を起こし，車体中央部が上下に大

きく振動するびびり振動が発生する(2)．乗心地の低下を抑制するために車輪のアンバランス

量は製造時に 250 mg  以下になるように管理されており，新幹線車両においてはアンバラ

ンス量 50 mg  以下が適用されかつ輪軸に組み立てた後の合成アンバランス量の管理も実

施されている(2)．このように車輪のアンバランス量が乗心地に影響を与えることから，乗心

地を向上させるため，車輪のアンバランスによって発生する振動の解析が行われている(3)-

(7)． 

 一方，輪軸に作用する様々な周期的な変動によって輪軸の運動に係数励振特性が現れる

ことが報告されている(8), (9), (10)．文献(8)や(9)ではレールと車輪の形状，クリープ係数，輪重

の時間変動により輪軸に係数励振が発生することが理論的に考察されている．文献(10)では，

輪重の周期変動により蛇行動発生速度が低下することが理論的に考察されており，蛇行動

現象を自励振動型係数励振系として考えると従来の蛇行動発生速度よりも低速で蛇行動が

発生することが述べられている．しかし，文献(10)では輪重変動によって蛇行動発生速度の

低下が述べられているものの，実際の車両パラメータを用いた輪軸の質量不釣合いによっ

てこの係数励振項がどのくらい影響するのかという観点までは検討されていない． 

 本研究では文献(10)を発展させ，輪軸の質量不釣合いによって生ずる輪重変動によって蛇

行動発生速度の低下の程度を評価することを目的とする．本報告書の第 2 章から第 5 章に

おいて，下記の研究成果を報告する．係数励振系は係数励振項によって角振動数成分は無数

に派生してゆくことが知られている(11)．そこで本報では係数励振項をオーダー評価し，1 次

の派生成分のみを考慮することにした．係数励振系の解を仮定し，係数励振系の特性方程式

を求めることで理論的に根軌跡を求めた．まず，自励振動型係数励振系である輪重変動を含

む 1 軸台車モデルのシミュレーションを実施し，蛇行動振幅を求め，そのシミュレーション

結果を FFT 解析することで，この振動には通常の 1 軸台車モデルでは生じない高次の蛇行

動周波数成分が含まれることを確認した．その周波数を特性方程式の解より得られた解析

結果と比較する．また，特性方程式の解をプロットし根軌跡から蛇行動限界速度への影響を

検討する． 

 

1.2. 非線形振動解析による非線形蛇行動の回避 

 鉄道車両に特有の振動問題に蛇行動がある(12)．蛇行動に関する研究は長く行われており

(12)，それらの結果が台車設計に用いられている．これらの研究の多くは線形な範囲に限定



2 

 

し，線形な運動方程式を元にしたものである．しかし，線形な範囲の運動方程式により得ら

れる安定限界速度は，実際の蛇行動発生速度とは差があることが指摘されている(13)．これを

解決するために，クリープ力の非線形性を考慮した研究が行われている(13)(14)(15)．一方，その

他の非線形性を考慮した研究も行われており，近年では蛇行動の分岐現象を対象とした研

究が行われている(16)(17)(18)(19)(20)(21)．鉄道における蛇行動では，ホップ分岐が生ずることが知ら

れている．したがって，運動方程式に非線形性を考慮すると，リミットサイクルに収束する．

鉄道における安定限界速度はホップ分岐点である．線形安定限界近傍における分岐のタイ

プは，車両のパラメータにより亜臨界ホップ分岐と超臨界ホップ分岐の 2 つに分けられる．

文献(20)(21)などの研究では，設計パラメータによって亜臨界ホップ分岐（図 1 (a)）と超臨界

ホップ分岐（図 1 (b)）との間で状態が変化することが報告されている．亜臨界ホップ分岐

の場合には，蛇行動限界速度未満でも蛇行動振幅解が存在するため，軌道外乱が加わること

によって蛇行動が発生する可能性がある（図 2）．この観点からみれば，亜臨界ホップ分岐

が発生する設計パラメータよりも超臨界ホップ分岐が発生する設計パラメータを用いるこ

とが好ましい．このような観点から，回転機械の分野では，回転機械の設計パラメータを調

整することで，亜臨界ホップ分岐から超臨界ホップ分岐になるように設計する手法が検討

されている． 

 本研究では，設計パラメータを調整することによって，蛇行動において亜臨界ホップ分岐

の特性がどのように変化するか検討する．本報告書の第 6 章から第 8 章において，下記の

研究成果を報告する．まず，一輪軸台車を対象にして非線形項を含む運動方程式(16)(19)を用い，

中心多様体理論により，力学系を平衡点の分岐に関するモードのみに低次元化する(16)エラー! 

参照元が見つかりません。(22)．次に中心多様体理論を用いた非線形座標変換により，分岐現象を支配

する標準形の微分方程式を導出する(16) (22)．この標準形の考察から安定限界近傍で発生する

リミットサイクル軌道の大きさにより，台車の設計パラメータの基礎検討を行ったので報

告する． 
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(a) 亜臨界ホップ分岐 

 

(b) 超臨界ホップ分岐 

図 1 ホップ分岐 

 

 

図 2 危険速度未満において外乱による蛇行動の発生 

 

2. 1軸台車モデル 

 通常の蛇行動解析のための 2 自由度 1 輪軸台車モデル(1)として， 
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が用いられている（図 1）．ここで， y は輪軸の横変位， は輪軸のヨー角，mは輪軸の質

量， zI は z軸に関する慣性モーメント， 11f と 22f は Kalker のクリープ係数， xk と yk はそれ

ぞれ進行方向および横方向の軸箱支持ばねのばね定数， a2 は平衡位置における左右車輪接

触点間隔， L2 は支持ばね左右取り付け間隔，Qは輪重， は車輪の踏面勾配である．  
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Fig.1 Single wheel bogie model 

 この運動方程式の解を 
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と仮定し，これらの運動方程式に代入すると，次の特性方程式を得る． 
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ここで，各パラメータの値として 

MN1.11,MN7.13,mMN0.4,m0.22,m435.12

,13.0,m46.0,kgm881,kg1612

2211
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======

====

ffkkLa
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を用い， 140~1=v m/s の範囲で特性方程式の根をプロットしたものが図 2 である．このパ

ラメータにおいて， 135.48 =v m/s で根が不安定化し，蛇行動が発生することがわかる． 
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Fig.2 Roots locus of the single wheel bogie model ( 250=me gm) 

 

3. 輪軸の質量不釣合いに伴う輪重変動を考慮した 1軸台車モデル 

 前節の 1 軸台車モデルに質量不釣合いによる輪重の周期変動を追加する．文献(10)におい

て，輪重に周期的な変動がある場合が検討されており，輪重に変動がある場合には Kalker の

クリープ係数も輪重の 2/3 乗に比例することが述べられている．これらを踏まえて，輪重変

動が輪軸の質量アンバランスによるものとして運動方程式を考慮すると以下のようになる．  
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である．なお，輪軸の角速度は車速vと平衡位置におけるレールとの接触点の半径 r によ

って 

r

v
=  (10) 

と表される． 

 式(8)と式(9)を考慮すると運動方程式(6)と(7)は 
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となる．ここで， 
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の項がこのままでは三角関数の加法定理が使用できないため，簡略化するために， 
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とテイラー展開する．さらに， 140== rv m/s のとき， 41.02  Qme の値となること

を踏まえ， 
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 以降では運動方程式の無次元化を考える．ある代表ばね定数 yk のときの固有角振動数を 
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とする．また，ある代表長さaを用いて，無次元量 
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となる． 

 したがって，無次元化運動方程式は 
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となる．無次元パラメータを整理してまとめると 
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とおいた．以降では，簡単のため無次元量を，ハットを省略して表記する． 
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4. 輪軸の質量不釣合いに伴う輪重変動を考慮した 1 輪軸台車モデ

ルのシミュレーション 

 輪重変動を考慮した運動方程式(6), (7)を走行速度 138=v m/s で初期値としてごく微小な

変位を与えた時の横変位とヨー角の時刻歴応答を図 3 に示す．この結果を見ると，単一の周

波数での自励振動ではなく複数の周波数が混在している． 

 

Fig.3 Simulation results of the single axle bogie 

 

 そこで，図 3 の横変位の時刻歴データを FFT 解析したものを図 4 に示す．  
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Fig.4 Result of FFT analysis of the lateral displacement 

 

この結果より，13.5Hz, 34.3Hz, 61.2Hz, 82.1Hz に振動成分が存在し，高周波の振動成分にな

るほどスペクトルの大きさが小さくなっていることがわかる．ここで，13.5Hz は蛇行動本

来の振動成分である． 

 

5. 輪軸の質量不釣合いに伴う輪重変動を考慮した 1 輪軸台車モデ

ルの理論解析 

 運動方程式に解を仮定して代入することで理論解析を行う．例えば解を
t
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te
成分に対して，係数励振項で
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と
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の派生周波数が出てくる．これら

の 派 生 成 分 は さ ら に 別 の 振 動 数 を 派 生 す る ． さ ら に ， こ の 派 生 成 分 は

( )( ) 322 cos1 tQme + のテイラー近似の次数によっても異なるが，今は 1 次近似のみで

考えることにする． 

 ここでは，解を ( )O 精度で 
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と仮定してみる．これら仮定した解を運動方程式に代入し，角振動数の係数を比較すると 
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−++++++−+++−+  

 iicckBkBckAkAe yy

ti  
(31) 

( ) ( ) ( )  021
2

1

2

1 2

11

2

11112132111214 =







−−−++++−+++−−  

 iicckBkBckAkAe yy

ti  
(32) 

( ) ( )( )  0
2

1
12121141

2 =







+++−+ ickBkBe y

ti  
  

(33) 

( ) ( )( )  0
2

1
12122142

2 =







−++−− ickBkBe y

ti  
  

(34) 

( )( ) ( )  0
2

1
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−++++++++ 
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t  
(35) 
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2
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+++ icBkBe y

ti  
  

(38) 

( ) ( )  0
2

1
222222

2 =







−+− icBkBe y

ti  
  

(39) 

を得る．
te
，

( )tie +
，

( )tie −
の振動数成分を考慮し，整理すると 

( )( ) ( )( )

( ) ( )
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1
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1

0
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1
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2

1
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2
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2

1

2

1
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B

B

A

B

B

A

iicckckk

iicckckk
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kkiicckck

kkiicckck

kkkickickck

y

y

y

 

(40) 

を得る．振幅が自明解以外の値を持つためには，係数行列の行列式が 0 とならねばならな

い．したがって，行列式 
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=
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ciccicckkkk

kkiicckck

kkiicckck
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(41

) 

を解くと，この系の固有値が得られる．ここで，各パラメータの値として 

MN1.11,MN7.13,mMN0.4,m0.22,m435.12

,13.0,m46.0,kgm881,kg1612

2211

2

======

====

ffkkLa

rIm

yx

z 
 

を用い， 140~1=v  m/s の範囲で特性方程式の根をプロットしたものが図 5 である．

135.44 =v  m/s のとき根が（ − i に対応する成分で）不安定化している．図 2 では

48.135=v m/s で根が（に対応する成分で）不安定化したことを考慮すると，アンバラン

ス限界以内の質量不釣合いでは係数励振特性が蛇行動限界速度の低下に与える影響は小さ

いことがわかる． 

 なお，図 4 の FFT 解析結果で 13.5Hz, 34.3Hz, 61.2Hz, 82.1Hz の振動成分が存在したが，複

素平面上の虚軸の値をとるとに対応する成分が 13.2Hz, − i に対応する成分が 33.7Hz, 

+ i に対応する成分が 60.1Hz である． 

 

 

Fig.5 Roots locus of the single wheel bogie model with mass imbalance ( 250=me gm) 
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6. 1輪軸台車の運動方程式 

 図 3 に示す 1 輪軸台車モデルを用いて検討を行う．  

 

図 3 1 輪軸台車モデル 

 

この車両モデルの運動方程式 













=+++++++

=++++−++

0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ2ˆ
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ˆ
ˆ
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d

v

fa

td

d
I

yyyfyk
td

yd

v

f

td

yd
m

yyyyyyx

yyyyyyy

 (42) 

は文献(19)(23)で示された運動方程式を簡略化したもので，非線形項は文献(16)で示されたも

のを用いた．ここで，各記号の上にハットがついた物理量は有次元であることを表す． m̂

は輪軸の質量， Î は y 軸に関する慣性モーメント， 11f̂ と
22f̂ は Kalker のクリープ係数であ

る． 0̂r 0 â L̂ xk̂ yk̂ 各パラメータの値は文献(19)(23)で示された 

MN1.11ˆ,MN7.13ˆ,mMN0.4ˆˆ,m0.2ˆ2,m435.1ˆ2

,13.0,m46.0ˆ,kgm881ˆ,kg1612ˆ

2211

00

3

======

====

ffkkLa

rIm

yx


 

を用い，非線形項の係数   ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
yyyyyyyyyyyy は，蛇行動限界速度以

上のある速度で蛇行動振幅が文献(23)の結果と一致するように値を設定した． 

 まず，式(42)の運動方程式を無次元化する．基準長さ（軌道間距離とする）を â，基準時

間を 0̂t として，式の関係によって有次元パラメータと無次元パラメータとの関係を作る． 

ttt st
ˆˆ = , yay ˆˆ =  (43) 

さらに，時間の基準量
stt̂ は，系の固有角振動数 ̂ を用いて 1ˆ

0̂ =t となるように設定する

と， 

 st
ˆˆ = , 

st

stt
̂

1
ˆ = ， vav st̂ˆˆ =  (44) 

の関係が得られる．時間微分も有次元時間 t̂ と無次元時間 t との間で次式のように表される． 
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 (45) 

これを代入すると， 
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d
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yyyyyyy
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(46) 

となる．これをさらに st̂ と v̂を用いてまとめると 
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I
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d
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a
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dt
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vam
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(47) 

となる． 

 

7. 蛇行動の非線形理論解析 

7.1. 中心多様体定理による低次元化 

 運動方程式を状態空間モデルで表す．平衡点からの無次元変位と無次元速度を用い，状態

量ベクトルを  Tyy  =X とする．線形部をAX，非線形部をN とすると，状態方程

式は 

),( XNAXX +=
 

(48) 

2

3 222 22
2 22 2

2 22

11 011

2 2

0

ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ22 2
0
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− −− − 

    
    
    = +− − −
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2 2

3 2

3 2 2 3

2 2 2 2
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ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
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− − 

 
 
 − − − −
 
 
 
 
 

 

(49) 

 

と表される． 

 A の固有値の実部が負から正になるときの車両速度を蛇行動限界速度 Cv とする．この Cv

が分岐点である．蛇行動限界速度 Cv からの速度変動を cv とすると，走行速度 vは 

( )+= 1cvv  (50) 

と書くことができる．これを式(49)に代入し，線形項と非線形項を分けて記述すると 
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),( XNXAX +=  (51) 
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(52) 

となる． 

つぎに，以下の座標変換 

PZX =  (53) 

を考える．ここで， 

Tqqqq ][ 4321=q  (54) 

である．これを具体的に書くと 
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 (55) 

である． 

 式(53)より，式(52)は次のように 

),( qNPqAqP +=  (56) 

と表現される．式の両辺に左から
1−

P をかけると 

),(

),(

1
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となる．ここで，  T4321 NNNN),( = qN とすると， 
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のように表現される． 

 いま，速度の変動分 を状態量とみなし， 0= を方程式系に加えると 
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 (59) 
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を得る．ここで， 
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である．なお，分岐点近傍において 01 =r であるので 
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である．これを整理すると， 
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 (62) 

となる． 

 43,qq は安定部分空位間， ,, 21 qq は中心部分空間であるため， 43,qq は ,, 21 qq に関する

2 次以上の項のみで構成される式で，以下のように 







++++++=

++++++=




2

200222011

2

2202012101212110

2

122004

2

100221011

2

2102011101211110

2

112003





qqqqqqq

qqqqqqq
 (63) 

とおける．式(63)を時間微分すると 
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となる．式(62)と式(64)の 43,qq  を等しく置き， ,, 21 qq に関するべき係数を比較することで，

係数 ,, 11101200  が求まる．これを式に代入することで，中心多様体が求まる．すなわち

解軌道は，まず中心多様体上の近傍に急速に落ち込み，その後中心多様体に沿って移動する． 

 最終的に ,, 21 qq からなる低次元化された運動方程式は 
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 (65) 
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となる． 

 

7.2. 標準形理論による非線形項の除去 

 この運動方程式に対して，標準形理論を用いた非線形座標変換を施す．標準形理論とは，

適当な非線形座標変換によって非線形力学系を簡単にする（非線形項の数を減らす）ための

方法であり，これによって簡略化された力学系を標準形と呼ぶ．この標準形理論により，式

を標準形へ導く． 

 まず，式(65)を対角化する． 21,qq を以下のように座標変換する． 
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このとき，式(65)は次式のように 
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と対角化される． 

 ここで， ,, 21 ss に関する 2 次と 3 次からなる関数 21, hh を用いて非線形座標変換 
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を行い，式(67)を次式のように 
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と変換する．ここで， 
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である． 

 ここで，できるだけ非線形項 21, nn が少なくなるような座標変換式を求めることを考える．

まず，非線形座標変換式(68)を時間微分すると 
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となる．式(71)に式(69)を代入して整理すると， 
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 (72) 

と表される． 

 一方，式(67)に座標変換式(68)を代入すると 

( )
( )

( )
( )










+









+

+









−
=





















,,

,,

,,

,,

0

0

212

211

2112

2111

1

1

2

1

rrN

rrN

sshs

sshs

i

i

r

r

dt

d

i

i
 (73) 

となる． 

 ここで，式(72)と式(73)を等置し， ,, 21 ss に関する各べき係数を比較することで， と

を関連付ける．ただし，6 次以上の項は無視して考える． 

 これらの係数を式に代入することで，最終的に標準形は 







++−=

++=

2

21212022011212

2

2

1121011101111

ssssis

ssssis

i

i








 (74) 

と表現される． 

 さらに 21 , ss を極座標表示
 ii resres −== 21 , で表すと，式は 
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 (75) 

となる．ここで， 21 , ss はそれぞれ前向きの振れまわりと後ろ向きの振れまわりの情報を表

しているが，軌道を考察する際には片方だけを用いればよい．そこで式の 1s のみに着目し，

これを実部と虚部に分けると 
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iii
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 (76) 

となる．ただし， ir i 110111011101  += ， ir i 121012101210  += とする． 

 式(76)はそれぞれリミットサイクルの振幅と位相の時間変化を表しており，不動点は

0=r すなわち 

3

121011010 rr rr  +=  (77) 

を満たす解である．自明な解 0=tr に加え，レール／車輪間に作用する非線形力の影響によ

り非自明解が発生し，振幅は 
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r

r
fr

1210

1101−=  (78) 

となる．この式(78)の r1101 r1210 に式を代入することで，リミットサイクルの振幅 fr の解析

的な表現式が導出される． 

 

8. 解析結果 

 式(78)を用いて設計パラメータを変化させた場合の蛇行動振幅を検討する． 

式(78)より，蛇行動振幅 fr が存在するのは fr が実数であるときのみであるので，

012101101 rr  ならば fr が実数となるのは 0 の時であり，これは亜臨界ホップ分岐で

ある．一方， 012101101 rr  ならば fr が実数となるのは 0 の時であり，これは超臨界

ホップ分岐である．台車の支持ばね剛性を
6101 N/m から

9101 まで変化させたときの蛇

行動振幅を図 4 に示す．この結果より， 6101 N/m から 9101 N/m まで変化させても蛇行

動振幅は速度変動 0 のときにのみ生じ，これは亜臨界ホップ分岐であることを示してい

る．このことから，支持ばね剛性を変化させた時には蛇行動限界速度は変化しても亜臨界ホ

ップ分岐から超臨界ホップ分岐に変化することはないことがわかる． 

 

図 4 支持ばね剛性と速度と振幅の関係 

 

9. 結論 

9.1. 輪軸不釣合いに伴う蛇行動現象の発生 

 本研究では，輪軸の質量不釣合いによって生ずる輪重変動によって蛇行動発生速度の低

下の程度を評価した．まず，自励振動型係数励振系である輪重変動を含む 1 軸台車モデルの

運動方程式を構築した．その運動方程式の係数励振項をオーダー評価し，1 次の派生成分の

みを考慮した．その後，係数励振系の解を仮定し，係数励振系の特性方程式を求めることで

理論的に根軌跡を求めた．運動方程式のシミュレーションを実施し，蛇行動振幅を求め，そ
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のシミュレーション結果を FFT 解析することで，この振動には通常の 1 軸台車モデルでは

生じない高次の蛇行動周波数成分が含まれることを確認した．その周波数を特性方程式の

解より得られた解析結果と比較するとよく一致しており，輪重変動によって発生する蛇行

動振動成分であることが確認された．また，特性方程式の解をプロットし根軌跡を描き，輪

軸の質量不釣合いによって発生する輪重変動による不安定根は通常の蛇行動の根と非常に

近い速度であり，輪軸の質量不釣合いが 250 mg  以下であれば蛇行動限界速度の低下を招

くことはないことが確認された． 

 

9.2. 非線形振動解析による非線形蛇行動の回避 

 本研究では，設計パラメータを調整することによって，蛇行動において亜臨界ホップ分岐

の特性がどのように変化するか検討した．まず，一輪軸台車を対象にして非線形項を含む運

動方程式を用い，中心多様体理論により，力学系を平衡点の分岐に関するモードのみに低次

元化した．次に中心多様体理論を用いた非線形座標変換により，分岐現象を支配する標準形

の微分方程式を導出し，リミットサイクル軌道の解析式を導出した．その結果，支持ばね剛

性を変化させた時には蛇行動限界速度は変化しても亜臨界ホップ分岐から超臨界ホップ分

岐に変化することはないことがわかる 
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