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輪軸蛇行動の非線形分岐解析に基づく車両パラメータ設計手法の検討 

安藝 雅彦*1 

Basic Study of Vehicle Parameter Design Based on Nonlinear Bifurcation Analysis of  

Hunting Motion of a Wheelset 

Masahiko AKI*1 

*1 College of Science and Technology, Nihon University 
1-8-14 Surugadai, Kanda, Chiyoda-ku, Tokyo 101-8308, Japan 

This paper deals with a parameter design for a nonlinear hunting motion of a railway wheelset. If a railway vehicle runs 

under a critical speed, a hunting motion might occur by an effect of a nonlinearity of a hunting motion. In order to remove a 

factor for hunting motion under a critical speed, a nonlinear analysis of a hunting motion was carried out. In order to analyze a 

nonlinear hunting motion, equations of motion with third-order polynomial approximation based on a single axle truck was 

used. A center manifold theory was applied to the equations of motion and equations of motion of a normal form were derived. 

An equation of a limit cycle amplitude was obtained using the equations of motion of the normal form. By using the equation 

of a limit cycle amplitude, a relationship between an amplitude of a limit cycle and vehicle parameters were considered.  
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1. 緒   言 

 鉄道車両に特有の振動問題に蛇行動がある(1)．蛇行動に関する研究は長く行われており(2)(3)，それらの結果が台

車設計に用いられている．これらの研究の多くは線形な範囲に限定し，線形な運動方程式を元にしたものである．

しかし，線形な範囲の運動方程式により得られる蛇行動限界速度は，実際の蛇行動発生速度とは差があることが

指摘されている(4)．これを解決するために，クリープ力の非線形性を考慮した研究が行われている(4)(5)(6)．一方，そ

の他の非線形性を考慮した研究も行われており，近年では蛇行動の分岐現象を対象とした研究が行われている
(7)(8)(9)(10)(11)(12)． 

 分岐現象の視点で見ると鉄道における蛇行動では，ホップ分岐が生ずることが知られている．蛇行動限界速度

近傍における分岐のタイプは，車両のパラメータにより亜臨界ホップ分岐と超臨界ホップ分岐の 2 つに分けられ

る．文献(11)(12)などの研究では，設計パラメータによって亜臨界ホップ分岐（図 1 (a)）と超臨界ホップ分岐（図

1 (b)）で分岐形態が変化することが報告されている．亜臨界ホップ分岐の場合には，蛇行動限界速度未満でも蛇

行動振幅解が存在するため，軌道外乱が加わることによって蛇行動が発生する可能性がある（図 2）．この観点か

らみれば，亜臨界ホップ分岐が発生する設計パラメータよりも超臨界ホップ分岐が発生する設計パラメータを用

いることが好ましい．このような観点から，回転機械の分野において文献(13)では，回転機械の設計パラメータを

調整することで，亜臨界ホップ分岐から超臨界ホップ分岐になるように設計する手法が検討されている． 

 本報では，設計パラメータを調整することによって，蛇行動において亜臨界ホップ分岐の特性がどのように変

化するか検討する．まず，一軸台車を対象にして非線形項を含む運動方程式(7)(10)を用い，中心多様体理論により，

力学系を平衡点の分岐に関するモードのみに低次元化する(7)(13)(14)．次に中心多様体理論を用いた非線形座標変換

により，分岐現象を支配する標準形の微分方程式を導出する(7)(13)(14)．この標準形の考察から安定限界近傍で発生

するリミットサイクル軌道の大きさにより，台車の設計パラメータの基礎検討を行ったので報告する． 
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(a) 亜臨界ホップ分岐 

 

(b) 超臨界ホップ分岐 

図 1 ホップ分岐 

 

 

図 2 危険速度未満における外乱による蛇行動の発生 

 

2. 蛇行動解析モデル 

2・1 1軸台車の運動方程式 

 図 3 に示す 1 軸台車モデルを用いて検討を行う．  

 

図 3 1 軸台車モデル 

 

 この車両モデルの運動方程式 
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は文献(10)(15)で示された運動方程式を簡略化したもので，非線形項は文献(7)で示されたものを用いた．ここで，

各記号の上にハットがついた物理量は有次元であることを表す．m̂ は輪軸の質量，Î は y 軸に関する慣性モーメ

ント， 11f̂ と 22f̂ は Kalker のクリープ係数， 0̂r は車輪半径， 0 は踏面勾配，â は軌間の 1/2 の距離， L̂は支持ば

ね距離の 1/2 の距離， xk̂ と yk̂ は支持ばね剛性である．各パラメータの値は 
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を用い(10)(15)，非線形項の係数   ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
yyyyyyyyyyyy は，蛇行動限界速度以上のある速度

で蛇行動振幅が文献(15)の結果と一致するように値を設定した．なお， 

 次節の非線形解析を行うために，式(1)の運動方程式を無次元化する．基準長さを â，基準時間を 0̂t ，時間の基

準量
stt̂ は系の固有角振動数 ̂ を用いて 1ˆ

0̂ t となるように設定すると 

ttt st
ˆˆ  , yay ˆˆ  ，  st

ˆˆ  , 

st

stt
̂

1
ˆ  ， vav st̂ˆˆ   (2) 

の関係が得られる．したがって無次元化した運動方程式は 

















0
ˆˆ

ˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ2

ˆˆˆ

ˆˆ21

ˆˆ

ˆˆ2

0
ˆˆˆ

ˆ

ˆˆ

ˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆˆ

ˆ2

ˆˆ

ˆ21

ˆˆˆ

ˆ2

3

2

2

2

2

2

2

3

2

3

2

2

2

0

0

2

11

2

11

2

2

3

2

2

2

2

2

3

2

2

2

22

22

22

2

2























































stst

y

st

yy

st

yyy

st

x

stst

stst

y

st

yy

st

yyy

stst

y

st

I
y

I

a
y

I

a
y

I

a

I

Lk
y

rI

af

dt

d

vI

fa

dt

d

am
y

m
y

m

a
y

m

a

am

f
y

m

k

dt

dy

vam

f

dt

yd

 (3) 

となる．以降では，変数の時間微分はドットを用いて表す． 

 

3. 蛇行動の非線形理論解析 

3・1 中心多様体定理による低次元化 

 運動方程式を状態空間モデルで表す．平衡点からの無次元変位と無次元速度を用い，状態量ベクトルを

 Tyy  X とする．線形部をAX，非線形部をN とすると，状態方程式は 

),( XNAXX 
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(5) 

と表される． 

 A の固有値の実部が負から正になるときの車両速度を蛇行動限界速度 Cv とする．この Cv が分岐点である．蛇

行動限界速度 Cv からの速度変動を とすると，走行速度 vは 

  1cvv  (6) 

と書くことができる．これを式(5)に代入し，線形項と非線形項を分けて記述すると 

),( XNXAX   (7) 
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となる． 



 つぎに，以下の座標変換 

PZX   (9) 

を考える．ここで， 

Tqqqq ][ 4321q  (10) 

である．これを具体的に書くと 
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である． 

 式(9)より，式(8)は次のように 
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と表現される．式の両辺に左から
1

P をかけると 

),(

),(

1

11





qNPqAP

qNPPqAPq








 (13) 

となる．ここで，  T4321 NNNN),(  qN とすると， 
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のように表現される． 

 いま，速度の変動分 を状態量とみなし， 0 を方程式系に加えると 
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を得る．ここで， 
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である．なお，分岐点近傍において 01 r であるので 
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である．これを整理すると， 
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となる． 

 43,qq は安定部分空位間， ,, 21 qq は中心部分空間であるため， 43,qq は ,, 21 qq に関する 2 次以上の項のみ

で構成される式で，以下のように 
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とおける．式(19)を時間微分すると 
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となる．式(18)と式(20)の 43,qq  を等しく置き， ,, 21 qq に関するべき係数を比較することで，係数 ,, 11101200 

が求まる．これを式(19)に代入することで，中心多様体が求まる．  

 最終的に ,, 21 qq からなる低次元化された運動方程式は 









2112

1211

Nqq

Nqq

i

i








 (21) 

となる． 

 

3・2 標準形理論による非線形項の除去 

 式(21)の運動方程式に対して，標準形理論を用いた非線形座標変換を施す．まず，式(21)を対角化する． 21,qq

を以下のように座標変換する． 
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このとき，式(21)は次式のように 
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と対角化される． 

 ここで， ,, 21 ss に関する 2 次と 3 次からなる関数 21, hh を用いて非線形座標変換 
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を行い，式(23)を次式のように 
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と変換する．ここで， 
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である． 

 できるだけ非線形項 21,nn が少なくなるような座標変換式を求める．まず，非線形座標変換式(24)を時間微分す

ると 
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となる．式(27)に式(25)を代入して整理すると， 
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と表される． 

 一方，式(23)に座標変換式(24)を代入すると 
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となる． 

 ここで，式(28)と式(29)を等置し， ,, 21 ss に関する各べき係数を比較することで， とを関連付ける．ただ

し，4 次以上の項は無視して考える． 

 これらの係数を式(24)に代入することで，最終的に標準形は 
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と表現される． 

 さらに 21 , ss を極座標表示
 ii resres  21 , で表すと，式(30)は 
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となる．軌道を考察する際には 1s と 2s のうち片方だけを用いればよいので式(31)の 1s のみに着目し，これを実部

と虚部に分けると 
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となる．ただし， ir i 110111011101   ， ir i 121012101210   とする．式(32)はそれぞれリミットサイクルの

振幅と位相の時間変化を表しており，不動点は 0r すなわち 

3

121011010 rr rr    (33) 



を満たす解である．自明な解 0tr に加え，レール／車輪間に作用する非線形力の影響により非自明解が発生し，

振幅は 
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3. 解析結果 

 式(34)を用いて設計パラメータを変化させた場合の蛇行動振幅を検討する．式(34)より，蛇行動振幅 fr

が存在するのは fr が実数であるときのみであるので， 012101101 rr  ならば fr が実数となるのは 0 の

時であり，これは亜臨界ホップ分岐である．一方， 012101101 rr  ならば fr が実数となるのは 0 の時

であり，これは超臨界ホップ分岐である．台車の支持ばね剛性を
6101 N/m から

9101 まで変化させたと

きの蛇行動振幅を図 4に示す．この結果より，
6101 N/m から

9101 N/m まで変化させても蛇行動振幅は

速度変動 0 のときにのみ生じ，これは亜臨界ホップ分岐であることを示している．このことから，支持

ばね剛性を変化させた時には蛇行動限界速度は変化しても亜臨界ホップ分岐から超臨界ホップ分岐に変化

することはないことがわかる． 

 

図 4 支持ばね剛性と速度と振幅の関係 

 

7. 結   言 

 本報では，設計パラメータを調整することによって，蛇行動において亜臨界ホップ分岐の特性がどのように変

化するか検討した．まず，一軸台車を対象にして非線形項を含む運動方程式を用い，中心多様体理論により，力

学系を平衡点の分岐に関するモードのみに低次元化した．次に中心多様体理論を用いた非線形座標変換により，

分岐現象を支配する標準形の微分方程式を導出し，リミットサイクル軌道の解析式を導出した．その結果，支持

ばね剛性を変化させた時には蛇行動限界速度は変化しても亜臨界ホップ分岐から超臨界ホップ分岐に変化するこ

とはないことがわかった． 
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